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1. Вступ
Розвиток сучасної техніки вимагає створення но-
вих конструкцій, робота яких проходить під дією бага-
торазових, несиметричних силових та температурних 
впливів. Найбільшу дію навантаження в таких кон-
струкціях несуть у собі зварні шви, місця стикування 
конструктивних елементів, технологічні отвори. 
З метою продовження термінів роботи зварних швів 
з порами та включеннями необхідна методика, за якою 
можливо визначити головні навантаження, що вплива-
ють на розкриття тріщин у ланцюжку пор та включень.
2. Аналіз літературних даних та постановка проблеми
В роботі [1] запропоновано підхід, заснований на 
використанні методу скінченних елементів для роз-
рахунку термопружного поведінки конструкції під 
симетричним навантаженням, також розглядається 
пов’язана постановка задачі термопружності. Резуль-
тати [1] дозволяють розмірковувати лише про робочу 
площину, яка зменшується за рахунок пустот і визна-
чати оцінку плоскої задачі, а не багатовісної.
В роботі [2] пропонується проведення розрахунку 
зовнішніх розрізів для розрахунку термопружної пове-
дінки конструкції під симетричним навантаженням та 
розглядається пов’язана постановка задачі термопруж-
ності. Розрахунок зовнішнього розрізу [2] не встано-
вить поведінку матеріалу над і під порою і включенням 
та результат переходить в плоске рішення задачі. В 
роботі [3] проведено розрахунок зовнішніх дефектів 
для розрахунку поведінки конструкції під симетрич-
ним навантаженням і малих температурах. Розрахунок 
зовнішніх дефектів [3] не дозволяє виявити просторову 
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Досліджена залежність гострого кута вклю-
чення на розкриття тріщин навколо включення 
та у порі. Досліджена залежність способу крі-
плення конструкції на розкриття тріщин в зоні 
пор та включень. На підставі методу кінце-
вих елементів розроблена методика визначення 
навантажено-деформованого стану у дефек-
тах типу «пора» та «включення». Методика 
дозволяє оцінити в просторі взаємний вплив гео-
метрії включення на зародження та розкриття 
тріщин у порі. Методика дозволяє зменшити 
термін експлуатації зварних швів
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нии метода конечных элементов разработана 
методика определения напряженно-деформи-
рованного состояния в дефектах типа «пора» и 
«включение". Методика позволяет в простран-
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хунок одновісного навантаження зовнішніх дефектів 
під симетричним навантаженням і малих температу-
рах. Рішення плоскої задачі в [4] не дозволяє належним 
чином виявити картину розтріскування пір і включень 
по довжині шва і поведінку тріщини (можливе злипан-
ня, а не розкриття). В роботі [5] проведено розрахунок 
багатовісного навантаження зовнішніх дефектів під 
симетричним навантаженням і малих температурах. 
Результати [5] не показують залежності між темпера-
турою і тиском на просторовий вплив пір в зварному 
шві. Робота [6] визначається проведенням розрахунку 
багатовісного навантаження пір під симетричним на-
вантаженням і високими температурами. Отримані 
результати роботи [6] дають оцінку впливу головних 
напружень в порах і включеннях, але не вплив зсувних 
та дотичних напружень на розвиток тріщин в порах. В 
роботі [7, 8] запропоновано рішення пов’язаних задач 
термопружності під симетричним навантаженням і ви-
сокими температурами. Але в цих працях не знайшло 
відображення питання, яке пов’язане з несиметричною 
термосилової навантаженням. В роботі [9] використо-
вується підхід, заснований на використанні інженер-
ного аналізу для розрахунку статично навантажених 
конструкцій. Проте, з приведених результатів недо-
статньо ясна картина розтріскування зварного шва. В 
роботі [10] впроваджено підхід, заснований на резуль-
татах випробувань і використання інженерного аналізу 
для розрахунку статично навантажених конструкції. 
Методика з [10] дозволяє робити якісний аналіз, а не чи-
сельний, що підтверджує працездатність зварного шва. 
У статті проводимо чисельне рішення не симетрично 
навантаженої тиском і температурою конструкції за 
різними схемами кріплення. У вище приведених робо-
тах об’єктом дослідження виступають вісесиметричні 
конструкції, рішення яких можливо отримати з 5 від-
сотковою похибкою аналітичними методами. У даній 
роботі представлений зварний шов двох пластин: різної 
товщини, різної геометрії, одна із пластин послаблена 
отвором, навантаження на пластини викликають не 
тільки розтягування та стискування зварного шва, але 
і здвиг с крученням. Розглядається не тільки оцінка 
середніх температур пластин на дефекти, а і точний 
розподіл градієнта температур по товщині та довжині 
зварного шва. Одержати рішення такої задачі простими 
аналітичними залежностями складно.
3. Мета та задачі дослідження
Проведені дослідження ставили за мету розробку 
методики визначення напружень в мікродефектах (по-
рах і включеннях) зварних швів пластинчастих кон-
струкцій, схильних до одночасного дії температурних 
і силових навантажень.
Для досягнення поставленої мети вирішувалися 
наступні задачі:
– визначити геометричні параметри включень, при 
яких результати розрахунків повинні бути наближені 
до отриманих інженерними методами;
– визначити інтервал оптимального числа елемен-
тів для швидкого отримання вірних результатів; 
– створити розрахункові схеми, що визначають 
межі використання методу скінченних елементів.
4. Методика розрахунку напруженно-деформованного 
стану конструкції
Проводимо аналіз напруги в мікродефектах звар-
них швів пластинчастої конструкції в умовах нестаці-
онарних температурних і силових впливів.
Розглянемо пластинчату конструкцію у вигляді ко-
робу, який складається з пластин, локально шарнірно- 
опертих по нижній пластині – схема кріплення 1. 
Шарнірно-опертих по ребрах пластин – схема крі-
плення 2. Защемлення по ребрах пластин – схема 
кріплення 3.
Припустимо, що процес деформування не є адіа-
батичним чи ізотермічним, тоді з’являється приріст 
температури ΔT=T–T0, де ( )T T x,t= – температура тіла 
в точці ( )1 2 3x x ,x ,x=  в момент часу, що розглядається, а 
T0 – температура тіла в тій же точці в вихідному неде-
формованому стані в початковий момент часу.
При зміні температури на величину ΔT=T–T0 в в де-
якій точці ( )1 2 3x x ,x ,x=  конструкції об’єм малого око-
лу, який оточує цю точку, зміниться пропорційно ΔT; 
при цьому виникають теплові деформації
εtij=αij(T–T0), i,j=1,2,3,   (1)
або, в матричному запису,
{ } { }( )t 0T T ,ε = α −   (2)
де αij – матриця коефіцієнтів теплового розширення 
(1/град).
Для випадку ізотропного тіла розширення в усіх на-
прямках відбувається однаково, отже, можемо записати
α=α×δij,
де α – коефіцієнт теплового розширення, δij – символ 
Кронекера (δij=1 при i=j, δij=0 при i≠j).
Для ортотропного тіла коефіцієнти теплового роз-
ширення можуть бути різними по вісях пружної симе-
трії, тобто має місце рівняння
α=αi×δij.
Повна деформація {ε} в точці, яку розглядаємо, рівна 
сумі пружної деформації {ε’}, обумовленої зовнішніми 
навантаженнями, та тепловою деформацією {εt}, тобто 
{ } { } { }/ t .ε = ε + ε
Звідси визначаємо величину пружної деформації
{ } { } { }/ t .ε = ε − ε
Таким чином, напругу в лінійно-напруженому 
тілі можна визначати по закону Гука (формула (6) 
із [10]) 
( )ij ij kk ij2 T ,σ = µε + λ ε − γ δ  (3)
де λ, μ – постійні Ламе; γ – термомеханічна постійна, 
(γ=(3λ+2μ)αt; αt – коефіцієнт теплового розширення; 
Т – температура.
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Це відомі співвідношення Дюамеля-Неймана.
Компоненти тензора деформацій {ε} виражаються 









ε = + ∂ ∂   
 (4)
Необхідно визначити напружено-деформований 
стан пружної пластини в умовах температурного та 
силового впливу, тобто задовільними рівнянням руху
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рівнянню теплопровідності (2), співвідношенням 
Дюамеля-Неймана (3), співвідношенням Коші (4), 
рівнянням сумісництва деформацій [10], а також по-
чатковим та пограничним умовам.
Задача вирішувалася за часом.
Проводимо всебічний аналіз впливу двох пор та 
включення діапазоном діаметрів 2.5÷3.5 мм, включен-
ня має діаметр 2 мм. Пори та включення знаходяться 
у зварному шві, який з’єднує дві пластини товщиною 
40 мм кожна.
Розглядаємо різні відстані між порами та вклю-
ченнями та проводимо оцінку величини гострого 
кута включення на розвиток тріщин в зварному шві. 
Методика дозволяє визначити вплив мікродефектів 
на подальше розкриття тріщин. З вище приведено-
го випливає можливість прогнозувати поведінку 
мікродефектів на загальну картину міцності кон-
струкції.
Для вирішення зв’язаного завдання термопруж-
ності застосовуємо метод кінцевих елементів.
Виконаємо апроксимацію температурного поля 
(скалярній функції) в межах кінцевого елементу
{ } { }Tk kT T T= Φ ∗ = Φ , k=1,2,....N,  (5)
де N – кількість елементів; {Φ} – матриця (вектор) 
функцій форми елемента; { } ( )T1 2 NT T ,T ,...T=  – значення 
температури у вузлах елемента. 
Тут та нижче використовуємо правило підсумо-










Тоді вираз (1) набуває наступного виду
( )tij ij k k 0kT T ,ε = α × Φ × −  (6)
або в матричному запису 
{ } { } { } { } { }( )Tt 0T T , ε = α Φ × −   (7)
де {T0} – вектор вузлових значень початкового поля 
температури.
Система рівнянь рівноваги скінченного елементу 
пружного тіла за наявності температурної дії має вид
{ } { } { }K f ,× λ =  (8)
де, як і в [5], {K} – матриця жорсткості тіла; {λ} – век-
тор вузлового зміщення; {f} – вектор зусилля у вузлах 
елементів, які обчислюються за формулою (в матрич-
ному запису).
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(9)
Останній доданок в (9) є навантаженням у вузлах 
елементів, обумовленим полем температур. Такий 
же вигляд будуть мати рівняння рівноваги для всієї 
кінцево-елементної моделі конструкції.
Таким чином, співвідношення (7)–(9) надають ви-
рішення задачі термоміцності при відомих розподілах 
поточної і початкової температур тіла. В порівнянні 
із звичайним розрахунком (без врахування теплової 
дії), в нашому випадку необхідно додатково задати 
матриці коефіцієнтів теплового розширення, які вико-
ристовуються у моделі матеріалів, та вузлові значення 
вказаних температур.
5. Вихідні дані для проведення розрахунку на міцність
Розглядаємо прямокутні пластинки розмірами: 
пластина 1: a=400 см; b=2100 см, товщиною h=4 см, 
пластина 2: a=400 см; b=1100 см, товщиною h=3 см. Ма-
теріал пластинок – сталь 10ХСНД.
Модуль пружності і коефіцієнт Пуассона відповідно 
рівні E=2.1´106 кгс/см2; n=0.3. Щільність матеріалу плас-
тинки рівняється rp=0.0079 кг/см3. Щільність матеріалу 
включень (вольфрам) рівняється rp=0.01925 кг/см3.
Розроблена базова кінцево-елементна модель короба 
з використанням тривимірних елементів типа «solids».
Для розрахунку ПДВ з дією внутрішнього тиску і 
нагріванням використовуємо 4-шарову модель по плас-
тинах завтовшки 4 см, 3-шарову по пластинах завтовш-
ки 3 см. На зварних швах використовуємо 3-шарові моде-
лі, в місці реалізації пір і включень проведено згущення 
елементів, які складаються з 200000–300000 елементів.
Для визначення сталого рішення використано 
4 моделі: модель номер один 200000 елементів, мо-
дель номер два 240000 елементів, модель номер три 
280000 елементів, модель номер чотири 300000 еле-
ментів. Кінцево-елементна сітка зображена на рис. 1.
Рис. 1. Кінцево-елеметна сітка корпусу
Розрахунок проводимо на температурні наванта-
ження і тиск на бічні поверхні.
Розглядаємо діапазон температур від 135–170 °С у 
зварному шві. Тиск на бічні поверхні приймаємо рів-
ним P1=1,6 кгс/см2 та P2=–0,5 кгс/см2.
 
Прикладная механика
На рис. 2 показані особливості схеми кріплення 1.
Рис. 2. Схема кріплення 1
На рис. 3 показані особливості схеми кріплення 2
Рис. 3. Схема кріплення 2
На рис. 4 показані особливості схеми кріплення 3.
Розташування пір та включення у зварному шві 
показані на рис. 5
Рис. 5. Ланцюжок пір та включення у зварному шві
6. Результати розрахунків максимального напруження 
у зварному шві
Вихідні дані і результати розрахунку наведені в 
табл. 1 для пір діаметром 2.5 мм, a-гострим кутом вклю-
чення, який рівняється 45° та схемою кріплення 1.
Таблиця 1
Вихідні дані і результати розрахунку для пір  
діаметром 2.5 мм
L, мм T, °C σ0,2t, кгс/см2 σекв1, кгс/см2 σекв2, кгс/см2
0,875 159 3280 3350 3500
1,75 152 3300 3320 3400
2,625 148 3300 3300 3350
3,5 146 3300 3300 3300
Примiтка: σекв1 – максимальне напруження у вузлi пори 
з максимальною температурою; σекв2 – максимальне 
напруження у вузлi включення з максимальною темпе-
ратурою; σ0,2t – мiнiмально допустиме напруження у 
зварному швi (по межi пропорцiйностi); L – вiдстань мiж 
порою та включенням
Вихідні дані та результати розрахунку приведені в 
табл. 2 для пір діаметром 2.5 мм, а-гострим кутом вклю-
чення, який рівняється 45° та схемою кріплення 2.
Таблиця 2
Вихідні дані і результати розрахунку для пір  
діаметром 2.5 мм
L, мм T, °C σ0,2t, кгс/см2 σекв1, кгс/см2 σекв2, кгс/см2
0,875 159 3280 3350 3560
1,75 152 3300 3320 3440
2,625 148 3300 3300 3390
3,5 146 3300 3300 3330
Примiтка: σекв1 – максимальне напруження у вузлi пори 
з максимальною температурою; σекв2 – максимальне 
напруження у вузлi включення з максимальною тем-
пературою σ0,2t – мiнiмально допустиме напруження 
в зварному швi (по межi пропорцiйностi); L – вiдстань 
мiж порами та включенням
Вихідні дані та результати розрахунку приведені в 
табл. 3 для пір діаметром 2.5 мм, а-гострим кутом вклю-
чення, який рівняється 45°, та схемою кріплення 3.
Таблиця 3
Вихідні дані і результати розрахунку для пір 
діаметром 2.5 мм
L, мм T, °C σ0,2t, кгс/см2 σекв1, кгс/см2 σекв2, кгс/см2
0,875 159 3280 3400 3600
1,75 152 3300 3370 3550
2,625 148 3300 3330 3470
3,5 146 3300 3310 3390
Примiтка: σекв1 – максимальне напруження у вузлi пори 
з максимальною температурою; σекв2 – максимальне 
напруження у вузлi включення з максимальною темпе-
ратурою; σ0,2t – мiнiмально допустиме напруження в 
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Вихідні дані та результати приведені в табл. 4 для 
пір діаметром 3,0 мм, а-гострим кутом включення, 
який рівняється 30°, та схемою кріплення 1.
Таблиця 4
Вихідні дані та результати розрахунку для пір 
діаметром 3.0 мм
L, мм T, °C σ0,2t, кгс/см2 σекв1, кгс/см2 σекв2, кгс/см2
0,875 159 3280 3380 3580
1,75 152 3300 3340 3450
2,625 148 3300 3310 3400
3,5 146 3300 3300 3330
Примiтка: σекв1 – максимальне напруження у вузлi пори 
з максимальною температурою; σекв2 – максимальне 
напруження у вузлi включення з максимальною тем-
пературою; σ0,2 – мiнiмально допустиме напруження 
в зварному швi (по межi пропорцiйностi); L – вiдстань 
мiж порою та включенням
Вихідні дані та результати приведені в табл. 5 для 
пір діаметром 3,0 мм, а-гострим кутом включення, 
який рівняється 30°, та схемою кріплення 2.
Таблиця 5
Вихідні дані та результати розрахунку для пір 
діаметром 3.0 мм
L, мм T, °C σ0,2t, кгс/см2 σекв1, кгс/см2 σекв2, кгс/см2
0,875 159 3280 3450 3660
1,75 152 3300 3400 3580
2,625 148 3300 3370 3490
3,5 146 3300 3320 3400
Примiтка: σекв1 – максимальне напруження у вузлi пори 
з максимальною температурою; σекв2 – максимальне 
напруження у вузлi включення з максимальною тем-
пературою; σ0,2t – мiнiмально допустиме напруження 
в зварному швi (по межi пропорцiйностi); L – вiдстань 
мiж порою та включенням
Вихідні дані та результати приведені в табл. 6 для 
пір діаметром 3,0 мм, а-гострим кутом включення, 
який рівняється 30°, та схемою кріплення 3.
Таблиця 6
Вихідні дані та результати розрахунку для пір 
діаметром 3.0 мм
L, мм T, °C σ0,2t, кгс/см2 σекв1, кгс/см2 σекв2, кгс/см2
0,875 159 3280 3530 3750
1,75 152 3300 3480 3680
2,625 148 3300 3400 3590
3,5 146 3300 3370 3450
Примiтка: σекв1 – максимальне напруження у вузлi пори 
з максимальною температурою; σекв2 – максимальне 
напруження у вузлi включення з максимальною тем-
пературою; σ0,2t – мiнiмально допустиме напруження 
в зварному швi (по межi пропорцiйностi); L – вiдстань 
мiж порою та включенням
Аналіз результатів розрахунку за табл. 1–6 показав:
– локальне кріплення конструкції не призведе до 
швидкого розтріскування зварного шва;
– шарнірне кріплення конструкції призведе до 
зменшення терміну служби конструкції;
– затискання фундаменту конструкції призведе до 
дострокового руйнування зварного шва.
7. Обговорення результатів дослідження
Метод кінцевих елементів дозволяє надати оцінку 
не тільки розтяження та стискання конструкції, але і 
здвигу та кручення при несиметричному термосилово-
му навантаженні. Визначили, що при вихідних даних, 
які досліджуються, здвиг не надає великого впливу на 
розвиток тріщини. Тріщини розвиваються під впли-
вом навантажень розтяження, що і є позитивною якіс-
тю методики.
Для побудови моделі, що описує фізику процесу до-
слідження, необхідно багато часу для ручної побудови 
елементів типу «solids». Реалізація вірного зварного шва 
потребує багато часу і є недоліком вказаної методики.
Максимальні навантаження в чотирьох моделях 
при різній кількості елементів у зварному шві колива-
ються σекв1=3600–3602 кгс/см2.
Розрахунок моделі 1 займає дві години. Розраху-
нок моделі 2 триває 3 години, а розрахунок моделі 3 
триває 3 години 30 хвилин, розрахунок моделі 4 за-
ймає 4 години.
Представлені дослідження є продовженням роботи 
з розробки методики визначення напружень і дефор-
мацій у зварних швах під впливом несиметричного 
термосилового навантаження з [12].
8. Висновки
На підставі отриманих результатів при проведенні 
запропонованих розрахунків можемо зробити наступ-
ні висновки:
1. При реалізації відстані між порою і включенням 
L=0,875 мм при діаметрі пір 3.0 мм та включенні що має 
діаметр 2 мм, виникають передумови для розкриття 
тріщини від включення до пори для схеми кріплення 3.
2. Виходячи з того, що різниця у навантаженнях 
складає менше 0,1 відсотка, то оптимальним числом 
елементів для розрахунку навантаженого стану корпу-
су є 200000 елементів.
3. Найбільш відповідною аналітичним розрахун-
кам є розрахункова схема номер три, відмітною осо-
бливістю якої є відсутність переміщень і кутів поворо-
тів в основі конструкції. Результати чисельного методу 
в порівнянні з аналітичним методом не виходять за 
3 відсотки похибки.
4. У порі діаметром 3.0 мм, що піддається впливу 
максимальної температури, напруження вище допу-
стимих σекв1=3600 кгс/см2. У вузлах навколо включен-
ня відбуватиметься процес розкриття тріщин.
5. Слід відмітити, що з використаних розрахунко-
вих схем найбільш небезпечною для зварного шва є 
схема кріплення 3. Схема кріплення 3 призводить до 
виникнення більших напруг під дією термосилового 
навантаження у зварних швах. На схемах 1 та 2 кон-
струкція має більше ступенів свободи за рахунок чого 
напруження менше, чим на розрахунковій схемі 3.
Прикладная механика
Особливості дослідження визначаються у завданні 
різних навантажень за часом, по глибині пластин, по 
довжині пластин і зварних швів.
Надалі розглянемо оцінку втоми зварного шва з ура-
хуванням зміни фізико-механічних властивостей матері-
алу навколо включення та матеріалу самого включення.
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